Нелокальная реакционно-диффузионная динамика формирования крестообразных двумерных диссипативных структур by Борисов, Алексей Владимирович et al.
тов конструкции кабеля позволит выдвинуть науч
нообоснованные требования к характеристикам
кабельных изделий с целью повышения их долго
вечности.
Заключение
Предложен способ оценки силового взаимодей
ствия элементов кабельных конструкций и на его
основе оценки усталости гибких кабелей при их
циклическом изгибе.
Представлен способ определения силы и коэф
фициента трения элементов в готовом изделии
и схема его реализации. Для автоматизации испы
таний предложено устройство для оценки параме
тров силового взаимодействия элементов конструк
ции кабеля.
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Введение
Физические, химические, биологические си
стемы, в которых в ходе эволюции спонтанно воз
никают пространственные и временные структу
ры, служат примерами проявления процессов сам
оорганизации в нелинейных системах далеких
от равновесия [1]. Процессы самоорганизации
в различных системах подчиняются некоторым об
щим закономерностям, выявлению которых спо
собствует анализ сравнительно простых систем.
Хорошо известно, что подобные структуры, назы
ваемые диссипативными структурами (ДС), обра
зуются в реакционнодиффузионных (РД) систе
мах, состоящих из двух или нескольких взаимодей
ствующих компонент [2]. В [3, 4] показано, что
процесс формирования ДС может возникать и в
однокомпонентной РД системе с нелокальным
взаимодействием на примере обобщенной одно
мерной модели Фишера–Колмогорова–Петров
ского–Пискунова (ФКПП). Уравнение ФКПП
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описывает динамику плотности популяции микро
организмов с учетом процессов воспроизводства
популяционной плотности, конкурентных потерь
и пространственной диффузии [5, 6]. В обобщен
ной модели ФКПП, рассмотренной в [3, 4, 7], ло
кальные конкурентные потери заменены нело
кальным выражением, в котором ядро интеграль
ного оператора (функция влияния) учитывает воз
действие окружения на особь в некоторой выде
ленной точке области, занимаемой популяцией.
В [8–10] обнаружено формирование двумерных
ДС, порожденных одним и двумя центрами лока
лизации начального распределения популяцион
ной плотности, в рамках обобщенной двумерной
модели ФКПП с нелокальным взаимодействием
для определенной области значений параметров.
Как показано в этих работах, формирование дисси
пативных структур происходит исключительно бла
годаря нелокальному взаимодействию в системе. 
В данной работе построены численные решения
двумерного обобщенного квадратично нелинейно
го уравнения ФКПП с нелокальной функцией кон
курентных потерь для начальных распределений
плотности, локализованных в окрестности четырех
симметрично расположенных точек (центров лока
лизации). Показано, что в ходе эволюции форми
руются крестообразные ДС, геометрические свой
ства которых зависят от расположения центров ло
кализации и параметров уравнения. Отметим, что
структуры подобного вида получались в двухком
понентных РД моделях с локальным взаимодей
ствием за счет кроссдиффузионных процессов
[11]. Полученные в работе результаты указывают
на определяющую роль нелокального взаимодей
ствия в процессе формирования крестообразных
структур в однокомпонентной РД модели.
Двумерное уравнение Фишера–Колмогорова–
Петровского–Пискунова с нелокальным 
взаимодействием
В соответствии с [8–10] запишем двумерное
уравнение ФКПП с нелокальными конкурентны
ми потерями в виде
(1)
Здесь u(x,y,t) – кинетическая переменная (мас
совая плотность популяции или число особей дан
ного вида, приходящаяся на единицу площади) –
зависит от времени t и пространственных коорди
нат x,y точек двумерного пространства R 2. Коэф
фициент диффузии D выбирается постоянным;
производство популяционной плотности u(x,y,t)
характеризуется темпом роста a(x,y,t), квадратич
ные по плотности конкурентные потери описыва
ются интегралом в выражении (1) с функцией
влияния b(x,y,x1,y1,t). В популяционной динамике
функция влияния моделирует конкуренцию за ре
сурс; процессы метаболизма и лизиса; таксис ми
кроорганизмов;  – параметр нелинейности. В об
щем случае a(x,y,t) и b(x,y,x1,y1,t) полагаются зави
сящими от пространственных координат (x,y,x1,y1)
и времени t, что позволяет учитывать простран
ственную неоднородность и нестационарность
условий протекания РД процессов. Будем также
считать величины, входящие в уравнение (1), без
размерными.
Численные решения уравнения (1) строятся для




постоянной (и равной 1/(122) в круге радиуса 
–
3
с центром в точке (x1,y1). Параметр 2 характеризу
ет эффективный размер области нелокального
взаимодействия. В случае (2) точка (x1,y1) отвечает
максимуму функции b.
Для уравнения (1) с функцией влияния (2) в од
номерном случае численные решения, полученные
в [4], показали, что локализованное в окрестности
некоторой точки начальное распределение распро
страняется вдоль оси x в обе стороны от центра ло
кализации с образованием серии локальных мак
симумов. В двумерном случае при определенном
выборе параметров модели (коэффициентов ура
внения, функции влияния, начальных и гранич
ных условий) данная модель описывает формиро
вание пространственно неоднородной диссипатив
ной популяционной структуры [8–10]. В [9, 10]
рассмотрена двумерная динамика начального ра
спределения с двумя центрами локализации в слу
чае, когда b(x,y,x1,y1,t) имеет вид гауссовой функ
ции (2), а также с нелокальным взаимодействием
конечного радиуса (3) для начальных условий с од
ним и двумя центрами локализации. Характер ди
намики зависит от выбора параметров уравнения
и начальных условий. Рассмотрены процессы об
разования и взаимодействия расширяющихся ко
лец от каждого из двух центров локализации,
а также формирование диссипативных структур.
Начальное распределение с четырьмя точками
(xi0,yi0), i=1,…,4, локализации (точками локальных
максимумов) зададим в виде
(4)






( , ,0) ( , )
( ) ( )exp ,
2 2
i i i i
i
u x y u x y














1 , ( ) +( ) 3 ,
12
0, ( ) +( ) 3 ,
b x y x y t
x x y y




   
 	 	  





1 exp( (( ) ( ) ) / 2 )
2
b x y x y t
x x y y 

   





1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( ) .
R
u x y t u x y t u x y tD
t x y
a x y t u x y t u x y t
b x y x y t u x y t dx dy

      
 
 
     

   	  
     
Математика и механика. Физика
49
Численные решения уравнения (1) с началь
ным условием (4) строились с помощью програм
много пакета COMSOL Multiphysics, использую
щего метод конечных элементов [12], и явной и не
явных разностных схем, аналогичных тем, которые
применяются при решении уравнения теплопро
водности [13].
Численные решения для четырех центров 
локализации начального распределения
Численные моделирование уравнения (1) про
водилось в области, ограниченной окружностью
радиуса R, x2+y2<R2, на временном отрезке [0,T0],
причем T0 выбрано таким образом, что вкладом
от границ расчетной области можно пренебречь.
Для удобства сравнения результатов, полученных
для функций (2) и (3), параметры D=0,001,
f=0,00025, 0=0,035 в уравнении (1) и в началь
ном условии (4) выбраны одинаковыми. Для функ
ции b вида (2) расчеты проводились при =0,42;
=0,44, а для функции b вида (3) – при =0,15;
=7,4. В случае расположения центров локализа
ции начальной плотности u(x,y,0) в вершинах ква
драта, находящихся на осях x и y с центром в нача
ле координат (рис. 1, 2), параметр a=0,5, а в случае
расположения центров в вершинах параллелограм
ма (рис. 3, 4) параметр a=2.
На рис. 1 показана эволюция начального распре
деления (4) (рис. 1, а) при расположении центров ло
кализации в вершинах квадрата по оси x и по оси
y(xi0=(–1)i·3,2, yi0=(–1)i·3,2, где i=1,2). При таком рас
положении центров расстояние между ними доста
точно велико, чтобы можно было в начальный мо
мент времени рассматривать эволюцию от каждого
центра локализации независимо от остальных.
Функция влияния задавалась в виде (2).
Как известно из [4, 8], в процессе эволюции
из начального распределения с одним центром ло
кализации за некоторое характерное время t=,
названное временем релаксации и зависящие
от параметров f и 0(=(f,0)), начальные распре
деления с различными значениями f и 0 тран
сформируются к распределению u–(x,y)=u(x,y,),
слабо зависящему от f и 0, а динамика функции
u(x,y,t) характеризуется образованием кольцеоб
разных областей. Из рис. 1, б, видно, что взаимо
действие локализованных кольцеобразных струк
тур приводит к их деформации. Результатом явля
ется крестообразная структура (рис. 1, в), состоя
щая из четырех областей, форма которых имеет вид
лепестков. Внутри каждого лепестка значения
функции u(x,y,t) значительно меньше, чем на вне
шней его части. Отметим, что расстояние между
лепестками нелинейным образом зависит от значе
ния параметра  (чем меньше , тем меньше это
расстояние).
На рис. 2 показан результат численного моделиро
вания с теми же значениями параметров, как и на
рис. 1, но функция влияния задавалась в виде (3).
Начальное распределение (рис. 2, а) преобразу
ется аналогично распределению, рис. 1, а, к виду,
показанному на рис. 1, б. Последующая эволюция
приводит к образованию на лепестках крестообраз
ной структуры локальных максимумов (рис. 2, в).
При дальнейшем протекании процесса происходит
образование диссипативной структуры, состоящей
из локальных максимумов (этот процесс подробно
описан в работах [8–10]).
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Рис. 1. Эволюция начального распределения вида (4) с четырьмя центрами локализации и функцией влияния (2) при
xi0=(–1)i.3,2, yi0=(–1)
i.3,2, где i=1,2 и t: а) 0; б) 10; в) 14
Рис. 2. Эволюция начального распределения вида (4) с четырьмя центрами локализации и функцией влияния (3) при
xi0=(–1)i.3,2, yi0=(–1)








































На рис. 3 показана эволюция начального распре
деления (4) (рис. 3, а) при расположении центров ло
кализации по оси x от начала координат на расстоя
нии xi0=(–1)i, а по оси y – на расстоянии yi0=(–1)i·2,
где i=1,2. В данном случае расстояние между центра
ми локализации не достаточно для того, чтобы в на
чальный момент времени их можно было рассматри
вать как невзаимодействующие. Согласно [10, 11],
время, в течение которого можно пренебречь взаи
модействием между областями, локализованными
в окрестности каждого из центров начального ра
спределения, меньше времени релаксации . Поэто
му максимумы должны либо двигаться навстречу
друг другу и объединяться, либо удаляться друг
от друга в противоположные стороны [9, 10].
Из рис. 3, б, видно, что окрестности максиму
мов локализации начального распределения, рас
положенные на оси x, удаляются друг от друга
и трансформируются в форму лепестков. Получен
ная картина аналогична представленной на рис. 1,
б. Максимумы, расположенные на оси y, также
удаляются друг от друга. Дальнейшая эволюция
приводит к структуре, показанной на рис. 3, в.
Приведенное на рис. 3, в, распределение подобно
показанному на рис. 1, в. В обоих случаях распре
деление плотности u(x,y,t) представляет собой сим
метрично расположенные лепестки с выраженной
внешней границей, что определяется расположе
нием начальных максимумов и выбором значения
параметра a в ур. (1). Чем больше значение параме
тра a, тем более контрастна эта граница.
Отметим, что для получения одинаковых ра
спределений в случаях, показанных на рис. 1, в и
3, в, необходимо, чтобы процесс деформации про
исходил медленнее, чем процесс движения макси
мумов.
На рис. 4 приведены результаты численного
моделирования с теми же значениями параметров,
что и для расчетов, показанных на рис. 3 для функ
ции влияния вида (3).
Движение максимумов начального распределе
ния (рис. 4, а) происходит аналогично эволюции
распределения, показанного на рис. 3, а трансфор
мация начального распределения – в соответствии
с процессами, описанными в работах [8–10]
(рис. 4, б). Результирующая картина (рис. 4, в) име
ет вид, аналогичный тому, который получается
в работах [9, 10] для начальных распределений
с одним, двумя и тремя центрами локализации.
Заключение
Представленные выше результаты приводят к
выводу о том, что в нелокальной модели ФКПП на
блюдается формирование крестообразных струк
тур, ранее получавшихся в других моделях [11]. Гео
метрические свойства получающихся структур за
висят от конфигурации начального распределения,
вида функции влияния и параметров уравнения.
Дополнительно проведенные расчеты показы
вают, что лепестковые структуры являются проме
жуточным этапом эволюции рассматриваемой
РД системы. В дальнейшем на лепестках образу
ются локальные максимумы, между которыми зна
чения функции u убывают практически до нуля.
Величины максимумов стремятся к некоторому
постоянному значению при возрастании времени,
Математика и механика. Физика
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Рис. 3. Эволюция начального распределения вида (4) с четырьмя центрами локализации и функцией влияния (2) при xi0=(–1)i,
yi0=(–1)i·2, где i=1,2 и t: а) 0; б) 4; в) 8
Рис. 4. Эволюция начального распределения вида (4) с четырьмя центрами локализации и функцией влияния (3) при xi0=(–1)i,













































а распределение плотности u(x,y,t) при t стре
мится к некоторому стационарному состоянию,
которое в теории распределенных нелинейных си
стем трактуется как диссипативная структура [2].
Определяющим механизмом формирования
ДС является нелокальное взаимодействие в систе
ме. Известные примеры формирования простран
ственно неоднородных структур получались
в РД моделях, состоящих из локально взаимодей
ствующих компонент с положительной и отрица
тельной обратной связью. В простейшем случае
РД система может состоять из активатора и инги
битора с различными пространственновременны
ми параметрами (например, [1, 2]).
Таким образом, получение диссипативной
структуры в нелокальной ФКПП модели дает при
мер формирования ДС в однокомпонентных РД
системах с нелокальным взаимодействием.
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